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Cadeias de Markov em tempo continuo

P(9): matriz de transicio em passo £ > 0

eN + } + + + + t +
0 &£ 28 e NE e

t € eN: P(t) = matriz de transicio em passo/no tempo t
= (PO = [1+ (PO — 1))-
Vamos supor que P(8) — | = Q.

Ent3o,
P(t) ~ (l + EQ)I’/E ~ etQ,

o que poderia ser estendido para todo t € [0, c0).



Exponenciacdo de matrizes
Dada uma matriz A = (A )x,yes

1 .
eA = ZI‘IZO ol A" etQ = Zn>0 ‘T Qn
o0 que estd bem definido de [S| < .

Propriedades.
1) Se A; e Ap comutarem, ie, se AjA; = AyA;, entdo

ePitA2 — QA1 A2 (1)

2) Se A for diagonalizével, ie, A = UDU~!, onde D = (Dyy) €
diagonal com Dy, = Ay, x € S, entdo

eA = Zn>0 % A" = Zn>0 %[UDU*l]n = Zn>0 #UD"U*l
=U{> 502D "}U"t =UDU?, onde D =eP = (D,,) ¢

diagonal com Dy = e, x € S.



Propriedades de Q

(Lembre de (1).)

1. Diagonal: negativa;
2. Fora da diagonal: positiva;

3. Soma sobre as linhas = 0.

Ou seja, escrevendo Q = (gxy), temos

1. 0 < — gy < 00;

2. gy >0sex#y;

3. ZyES Gy =0, x€e8.
Segue que Gx = —Gux = Dz, Gxy-
Definicao.

Uma matriz Q satisfazendo (1-3) serd dita uma Q-matriz.

*Suposicdo adicional.



Teorema 1

Suponha que Q = (gxy)x,yes Seja uma matriz num conjunto finito
S. Fazendo P(t) = e'Q, temos que (P(t), t > 0) satisfaz as
seguintes propriedades.
(i) P(t+s) = P(t)P(s) Vt,s (ppdde de semigrupo);
(i) P(-) é a dnica solugdo da equagdo avancada
P =P(1)Q, P(0) =1,
(iii) P(-) é a Unica solugdo da equagdo atrasada
4P(t) = QP(t), P(0) = I;
. k
(iv) Para k > 0: %P(t)‘t:o = Qk.

Dem. (i) segue de (1) e do fato que tQ e sQ comutam.

(ii) e (iii) seguem do fato de que podemos diferenciar P(t) dentro
do sinal de soma:



Dem. do Teo 1 (cont)
GP() = & 00 5 Q" = ¥ o1 (o Q°
= Q%50 (1 Q" = QP(1)
= { Y00 (5 Q"}Q = P(1)Q

e a unicidade segue do fato de que se M(t) satisfizer a equagdo
avancada, entao

(M(t)e 1 Q) = AM(t)e~tQ — M(t)Qe*Q
= (ZM(t) - M(£)Q)e 1@ = 0.
Logo, M(t)etQ = const = M(0) = I,
e segue que M(t) = '@ = P(t). Raciocinio similar vale para a
unicidade da equac¢3do atrasada.

(iv) segue da diferenciacdo k vezes dentro da soma.

Vamos ver a seguir o que acontece no caso de @-matrizes.



Teorema 2

Uma matriz Q num conjunto finito S é uma Q-matriz se e
somente se P(t) = e'Q for estocastica para todo t > 0.

Dem. Podemos escrever P(t) = efQ =1 4+ tQ + o(t) (2)
Vamos comegar argumentando que

Gy > 0Vx#y o Py(t)>0Vx,ycSet>0. (3)
(«<) Claro

(=) Basta considerar o caso em que todas as entradas de Q

sdo # 0; o caso geral segue da continuidade de P(t) em Q.

De (2), gy > 0Vx # y = Py, (t) > 0Vx,y € S e t > 0 bastante
pequeno; como P(t) = [P(t/n)]", temos que P, (t) >0 Vx,y e t,

e (3) esta estabelecido.



Dem. Teo 2 (cont)

Se ZyES Gxy = 0 para todo x € S, entdo, para todo n > 1

Z Q)'Jz = Z Z Q)Z;lqwz = Z vajlquz = 0,

zeS zeS weS weS zeS
R,_/
tn
e D Polt —1+Z D=1
yesS =1 " yeS
—1 Vt>0

Por outro lado, > s Gxy = & ‘t 0 Z Pry ()
y€eS



Cadeia de Markov em tempo continuo (tentativo)

Se P = e para alguma Q-matriz Q, ent3o
(X™) e 1y ~ CM(p, PO = e79)

(no cj de tempos #N = {%, ne N}) tem a ppde de que
(Xn)nerw = (XS e 1ry ~ CM (11, P)

(no ¢j de tempos N) — pois sua MT é (P(™)™ = ¢Q = pP).

Logo, é natural conjecturar a existéncia de uma CM em tempo
continuo (X)se[o,00) cOM a ppde de que (X;)nen ~ CM(p, P).

Definiremos adiante uma CMTC com ®Q-matriz Q satisfazendo,
para0 <ty < - <tpy1ex,<...,X+1 €S,
]P)(th+1 = Xn+1|th = Xn7 R 7Xt0 = XO) = PXan+1(tn+1 - tn)'

onde Py, (t) = (e'Q),,.



Exemplos

1)SejaQ=| 1 -1 0 |. Trata-se de uma Q-matriz.

Eq caracteristica: 0 = det(xl — Q) = x(x + 2)(x + 4). Logo,

0 0 0 1 0 0
Q=U|0 -2 0 |JUL eQ=U|0 2 o0 |U!
0 0 -4 0 0 e

Logo, P11(t) = a+ be™2t + ce .
Determinagdo dos coeficientes:

Pu(0)=1=a+b+c Pl(0) 2™ 2= 2p 4

P]/_II(O) Teol(lv)

L Pu(t)=32+3e7 4 3e M >0

7 =4b+ 16¢. Resolvendo: a—% b:%,c:%.
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Exemplos (cont)

-2 A 0 0
0 —-x X0 0
2) Q= - , @-matriz supertriangular.
1 P U
0 S 0 )y

Logo, Q" tb é supertriangular Vn = P, (t) =0 se x > y.

Eq avancada: P'(t) = P(1)Q.

PL(t) = —APu(t), Px(0) =1, x =1,...,N — 1 = Py (t) = e,
P (t) = =APxy(t) + APy y—1(t), Py (0) =0, 1 <x <y <N,
Pin(t) = AP n-a(2).

X
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Exemplo 2 (cont)

Paral<x <y < N: (eMPy(t)) =XeMPey 1(t),
——— —

Py (1) Pry—1(t)

ie., 1‘5)’0,(15) = AP, 1(t), Pul(t) =1.

Fazendo P, (t) = P, ,_1(t/)\), temos que

n

'E)>/<y(t) = *ﬁx,yfl(t), 'Dxx(t)

1= Py (t) = oo

(por indugdo) e, logo,

Po(t) =e Mg 1< x <y <N, Pyy(t) = 1.*

(Processo de Poisson truncado em N)

*Pun(t), x < N: por complementag3o.
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Cadeias de Markov em tempo continuo (S enumerdvel)

Processos de salto (ndo necessaria/e Markoviano): processo
passa periodos de tempo numa sucessio de estados; ao final de
cada visita a dado estado, salta para um outro estado.

Trajetérias continuas a direita. Distribuicdo de (X:):c[o,)
determinada pelas distribuicdes finito dimensionais
P(Xy = x1,..., Xe, =%n), 0< 8y <+ <y, X1,...,% €S, n>1.

Exemplo. Dado x € S, P(X: = x para algum t > 0)

=1—limosoo D o P(Xgy = X150, Xg, = Xp),
onde g1, @ ... € uma enumeracdo dos nimeros racionais.
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Processo de saltos

Seja T; o tempo gasto na i-ésima visita do processo, i =1,2,...;
T,>0,i=12,...

S, =>.7_, T; = tempo do n-ésimo salto do processo, n =1,2,..;
So=0.

[Sn—1,Sn) ... intervalo de duragcdo da n-ésima visita do processo, n > 1.
Seja Y, =Xs,, n > 0.
Entdo X; = Y, se S, <t < S,41, n>0. (%)

(Yn)n>o: cadeia de saltos de (X).
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Processo de saltos (cont)

H4a 3 possiveis comportamentos:

1) S, < oo paratodon>1e S, — co quando n — oc.

Entdo (X;) estd bem definido para todo t > 0.

2) Tj = oo para algum i > 1. Seja n* = min{i > 1: T; = oo}.
Entdo Sp«_1 < 00 e Sy« = 00, e (%) também funciona, tomando
n < n*.

3) Sp, — ¢ < oo quando n — oo. Nesse caso, o processo dd um
ndmero infinito de saltos em tempo finito, e () define (X;) para
t €[0,¢). E depois?

Uma saida é adicionar um ponto a &, digamos oo, e fazer X; = oo
para t > (, obtendo dessa forma o assim chamado processo
minimo (associado a (Y,) e (T;)).
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llustracoes — Comportamento 1
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llustracoes — Comportamento 2
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llustracdes — Comportamento 3
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Distribuicdo exponencial
(Ingrediente essencial das CMTC)

o T~ Exp(A\), A\>0: f(t)=fr(t)=Xe M, t>0

e P(T>t)=[Ae ds= [ e "dr=—e" e M, t>0.

‘)\t -
o T ~ Exp(0): P(T=00)=1
= [o°P(T > t)dt = [P e Mdt = [[TAe Mdt =}

e B(e™T) = [(Te the Mdt = 125 [(T(1+ N) e (FVtdr = 125
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Teorema 3 (Falta de meméria)

Uma v.a. n3o negativa apresenta falta de memdria, i.e.,
P(T>t+s|T>s)=P(T>t)Vs,t>0, (4)

se e somente se T ~ Exp(\) para algum A > 0.

Dem. (<) le. (4) = Szt = e 200 — e M = 1.d. (3)

=)@)eP(T>t+s)=P(T>t)P(T >s)Vs,t>0
P(T > kr)=P(T >(k—-1r)P(T >r), keN, reR
=P(T>(k=2)N[(T>n2=---=[PT>r) (5
Escolhendo k =ne r =1 em (5):

P(T>1)= [B(T > 1)]" = P(T > 1) = [B(T > 1)’ (6)
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dem Teo 3 (cont)

Tomando g = k/n, k,n € N, de (5) e (6):

k
n

P(T >q)=[P(T > 1)]" = [P(T > 1)]* = [P(T > 1)) (7)

Fazendo A = —log (T > 1), segue que P(T > 1) = e~ *, e de (7)

P(T > q) = e *9, g € Q" = ndmeros racionais positivos. (8)

Dadot € R, t >0, sejam q1,...,4, < t < §1,-. -, §p, tais que
limp_o0 gn = limy— oo §o = t, e de (8)
e M =P(T >§,) <P(T>t)<P(T >gq,) =e "
Tomando limites:

e M = limp_oo e A < ]P)(T > t) <limpo0 e A = g™t O
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Teorema 4

Sejam Ty, Ty,... v.a.'s independentes tais que T; ~ Exp(}\;), e
facamos S = )22, T;. Temos entdo que

S & o0 se e somente se E(S)=>"721E(T) =>72, /\% < 0.
Dem. (<) Claro
(=) E(e™®) =E(e” 251 i) = E(limp_yoo €~ 21 1)
= limp 00 E(e™ 21 i) = limy 00 [11 E(e~T)
. n A o] 1 -1
= limpoo [ T4 T+ — {Hi:l (1 + T)}
=0, sezl-oil/\%:oo;

neste caso, e > =0qc= S = 00 qc
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Teorema 5

Sejam Ty, Ty,... v.a.'s independentes tais que T; ~ Exp(\;).

Suponha que A :=>"7"; A\ <00, eseja T =infi>1 T;.
Entdo, o inf é qc atingido em um unico indice K.
Além disso, K e T sdo independentes, T ~ Exp(\) e

P(K=¢)=2%,0>1
A
Dem. B(T > t,K =€) =B(Ty > t, T; > Ty, i #0)
- ftoo fr,(s) H;# P(T; > s)ds = % ft"o Ne MSds — et

Sendo P(A§) = ’\‘ , temos que P(Up>1A5) = > o1 P(AY) =1,

e notemos que inf é nico em nglAO.

A

A
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Teorema 6

Sejam S, T v.a.'s independentes tq S ~ Exp(A) e T ~ Exp(u).

Ent3o,
AP(S<t<S+T)=uP(T<t<S+T).

Dem. O lado direito da expressdo destacada vale

t t t
,u/ e e t=s)ds = )\u/ e M M=) gs = )\u/ e Hse M=) gs
0 0 0

e o resultado segue da simetria em \ e u explicitada na ultima igualdade.
O
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